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  La loi normaleالتوزيع الطبيعي 

يعتبر التوزيع الطبيعي احد أهم التوزيعات الاحتمالية المستمرة استخداما في الإحصاء نتيجة لنظرية     
 Xالنهاية المركزية ، و يعتبر التوزيع الطبيعي أساسا لنمذجة عدة ظواهر اقتصادية و اجتماعية، اذا كان 

  : متغير عشوائي يخضع لتوزيع طبيعي فان دالة كثافته الاحتمالية تكتب على النحو التالي

𝑓(𝑥) =  
1

𝜎√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 −

1

2
(

𝑥 − 𝜇

𝜎
)

2

 

 و نكتب في هذه الحالة أن 

𝑋~𝑁 ( 𝜇 , 𝜎 )        𝑎𝑣𝑒𝑐 , 𝜎 > 0 
 𝜇 :  عبار عن الوسط الحسابي للتوزيع و𝜎  الانحراف المعياري للتوزيع 

 
 

  Plage de normalitéمجال قيم متغير عشوائي طبيعي 

حيث  𝜎و انحرافه المعياري  𝜇متغير عشوائي يخضع لتوزيع طبيعي وسطه الحسابي  Xليكن     : البرهان
𝑋~𝑁 ( 𝜇 , 𝜎 ) 

, 𝑍~𝑁 (0حيث  Zنعرف المتغير المعشوائي     في هذه الحالة يمكن كتابة  ( 1
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𝑍 =  
𝑥 −  𝜇

𝜎
     ,   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑍~𝑁 (0 , 1 )  

 كتابة من جانب اخر يمكن  

𝑝 ( −𝑧𝛼
2

≤   𝑍 ≤  +𝑧𝛼
2

) = 1 − 𝛼  

1حيت أن)   − 𝛼  هو نسبة القيم داخل المجال او  الاحتمال ) 

 في المجال فحصل على  Zنقوم بتعويض 

𝑝 ( −𝑧𝛼
2

≤
𝑥 −  𝜇

𝜎
   ≤  +𝑧𝛼

2
) = 1 − 𝛼  

⇒    

𝑝 ( −𝜎 𝑧𝛼
2

≤   𝑥 −  𝜇 ≤  +𝜎 𝑧𝛼
2

) = 1 − 𝛼  

⇒  𝒑 ( 𝝁 − 𝝈 𝒛𝜶
𝟐

≤   𝒙 ≤  𝝁 + 𝝈 𝒛𝜶
𝟐

) = 𝟏 − 𝜶 … … … (1) 

𝟏)معنى ذلك أن نسبة  − 𝜶)   %  من القيم تقع داخل المجال𝝁 + 𝝈 𝒛𝜶

𝟐
𝝁و   − 𝝈 𝒛𝜶

𝟐
 

      : مثال

  σ2و تباين   μمتغير عشوائي يخضع إلى توزيع طبيعي بمتوسط حسابي  Xليكن 

 (  μ 2 σ+و  σ –  μ 2تقع ما بين ) % 44,99نبرهن ان 

𝑋~𝑁 ( 𝜇 , 𝜎 ) 

Si on pose   T = 
𝑋 − μ

σ
   ⇒    T~ 𝑁 ( 𝑜 , 1)  

𝑝 ( −𝜎 𝑧𝛼
2

≤   𝑥 −  𝜇 ≤  +𝜎 𝑧𝛼
2

) = 1 − 𝛼 

  ⇒      𝑝 (-σ  − 𝑧𝛼
2

≤  𝑋 –  μ ≤ + σ + 𝑧𝛼
2
 )  =  1 –  𝛼    

⇒         𝑝 ( μ −𝜎 𝑧𝛼
2

 ≤  𝑋 ≤  μ +  σ 𝑧𝛼
2

  )  =  1 –  𝛼   
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1 –  𝛼 = 44,99 % ⇒  𝛼 =  1 − 44,99 % ⇒  𝛼 =  4,56 % =  0,0456   

⇒ 𝑡𝛼  𝑑𝑒 𝛼 =  0,0456    (Tableau 2 de l’écart réduit)  

⇒ 𝑡𝛼 = 2                         ⇒  𝒑 ( 𝛍 −  𝟐 𝛔 ≤  𝑿 ≤ 𝛍 +  𝟐 𝛔 )  = 44,99 % 

 

 

   E(X)حساب 

𝐸(𝑋) =  ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥
1

𝜎√2𝜋
exp −

1

2
(

𝑥 − 𝜇

𝜎
)

2+∞

−∞

+∞

−∞

 

⇒ 𝐸(𝑋) =  ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜎√2𝜋
∫ x. exp −

1

2
(

𝑥 − 𝜇

𝜎
)

2+∞

−∞

+∞

−∞

 

On pose 𝑦 =
𝑥 − μ

σ
       avec     −∞ ≤ 𝑦 ≤ +∞ 

𝑦 = 𝜇 +  𝜎𝑦        ,     𝑑𝑥 =  𝜎𝑑𝑦 

𝐸(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
∫ (𝜇 +  𝜎𝑦). exp −

1

2
𝑦2𝜎

+∞

−∞
dy 

=  
𝜇

√2𝜋
∫ 𝑒

−1
2 𝑦2

𝑑𝑦 +  
𝜎

√2𝜋
∫ 𝑦 𝑒

−1
2 𝑦2

𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞

 

=
𝜇

√2𝜋
√2𝜋 +

𝜎

√2𝜋
∫ 𝑦 𝑒

−1
2 𝑦2

𝑑𝑦 +
0

−∞

∫ 𝑦 𝑒
−1
2 𝑦2

𝑑𝑦
+∞

0

= 𝜇 
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   V(X)حساب 

On pose 𝑢 =
𝑥 − μ

σ
        

𝐸(𝑋2) =
1

𝜎√2𝜋
∫ 𝑥2. exp −

(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
𝑑𝑥

+∞

−∞

 

⇒ 𝐸(𝑋2) =
1

√2𝜋
∫ (𝜎2𝑢2 + 2𝜇𝜎𝑢 + 𝑢2)𝑒−

𝑢2

2 𝑑𝑢
+∞

−∞

 

⇒ 𝐸(𝑋2) =
1

√2𝜋
∫ 𝑢2𝑒−

𝑢2

2 𝑑𝑢
+∞

−∞

+ 𝑢2 = 𝜎2 + 𝜇2 

𝐸(𝑋2) = 𝜎2 + 𝜇2           𝑽(𝒙) = 𝝈𝟐  
 حساب الاحتمالات و  Zالتوزيع الطبيعي المعياري 

أي أن  σو انحرافه المعياري  μمتغير عشوائي يخضع لتوزيع طبيعي وسطه الحسابي  Xاذا اعتبرنا ان      
𝑋~𝑁( 𝜇, 𝜎 )  و ليكن ،Z  متغير عشوائي حيث أن𝑍 =  

𝑥−𝜇

𝜎
 Z، ففي هذه الحالة نقول أن  

 يخضع لتوزيع طبيعي معياري و نكتب 

𝑍~𝑁 ( 0, 1 ) 
  التالي:على النحو  Zدالة كثافة احتمال  ويمكن استنتاج 

𝐹(𝑧) =  𝑃( 𝑍 ≤ 𝑧) 

= 𝑃 (
𝑥−𝜇

𝜎
 ≤ 𝑧 ) = 𝑃 ( 𝑋 ≤  𝜎𝑧 +  𝜇 ) 

= ∫
1

𝜎√2𝜋
exp −

1

2
(

𝑥−𝜇

𝜎
)

2
𝑑𝑥 

𝜎𝑧+ 𝜇

−∞
 

= ∫
1

𝜎√2𝜋
𝜎

𝑧

−∞
𝑒

−1

2
𝑤2

𝑑𝑤            avec   𝑤 =  
𝑥−𝜇

𝜎
 

⇒ 𝑬(𝑿) =  𝝁 
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⇒  𝒇(𝒛) =  𝑭′(𝒁) =  
𝟏

√𝟐𝝅
𝒆

−𝟏
𝟐

𝒛𝟐

 

  Zاستنتاج توقع وتباين المتغير العشوائي الطبيعي المعياري 

أي أن  σو انحرافه المعياري  μمتغير عشوائي يخضع لتوزيع طبيعي وسطه الحسابي  Xاذا اعتبرنا ان    
𝑋~𝑁( 𝜇, 𝜎 ) 

𝑍 =  
𝑥−𝜇

𝜎
          avec    

                                         𝑍~𝑁 ( 0, 1 )   

𝐸(𝑍) = 𝐸 (
𝑥 −  𝜇

𝜎
) =  

1

𝜎
𝐸(𝑥 − 𝜇) =

1

𝜎
(𝐸(𝑥) − 𝜇) =

1

𝜎
(𝜇 − 𝜇) = 0 

𝑉(𝑍) = 𝑉 (
𝑥 −  𝜇

𝜎
) =

1

𝜎2
𝑉(𝑥 − 𝜇) =

1

𝜎2
(𝑉(𝑥) − 𝑉(𝜇))

=
1

𝜎2
(𝜎2 − 0)      =  

𝜎2

𝜎2
= 1  

 

 الاحتمالات ) التوزيع الطبيعي  حساب

)حيث ان قيمها الاحتمالية موجودة في  Zيتم استخدام دالة التوزيع المتجمع للتوزيع الطبيعي المعياري    
و انحرافه  μوسطه الحسابي  x(  في حساب الاحتمالات المتعلقة بمتغير عشوائي  Zجدول الطبيعي 

  : على النحو التالي 𝞼المعياري 

 

 

𝐹(𝑧) =  𝑃( 𝑍 ≤ 𝑧) =  𝟇( 𝒛) 

 كما يمكن استخدام الخواص التالية في حساب الاحتمالات 

𝑃(𝑍 ≥ 𝑧) = 1 −  𝑃( 𝑍 ≤ 𝑧) = 1 − 𝐹(𝑧) = 1 − 𝜙( 𝑧) 

𝑃( 𝑎 ≤ 𝑍 ≤ 𝑏) =  𝜙( 𝑏) − 𝜙( 𝑎)  

𝑝( −𝑎 ≤ 𝑍 ≤ 𝑏) =  𝜙( 𝑏) −  [1 − 𝜙( 𝑎) ] 

𝐹(𝑍) =
𝟏

√𝟐𝝅
𝒆

−𝟏
𝟐 𝒛𝟐

=   𝟇( 𝒛) 
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𝑝(−𝑎 ≤ 𝑍 ≤ −𝑏) =  𝜙( 𝑎) − 𝜙( 𝑏) 

𝑝(𝑍 ≤  −𝑎) =  𝑝(𝑍 ≥ 𝑎) = 1 − 𝜙( 𝑎)  

𝑃(𝑍 ≥ −𝑎) =  𝑝(𝑍 ≤ 𝑎) = 𝜙( 𝑎) 

 

 1مثال تطبيقي 

X  أي أن  4و انحرافه المعياري  12متغير عشوائي يخضع لتوزيع طبيعي وسطه الحسابي
𝑋~𝑁( 12, 4  ) 
  :التاليةأحسب الاحتمالات 

𝑝( 𝑋 ≤ 15 )          𝑃( 𝑋 ≥ 11 )       𝑃( 10 ≤ 𝑋 ≤ 12 ) 

𝑃( 𝑋 ≤ 9,5 ) 
 

 

 1حل المثال التطبيقي 

On pose 𝑍 =  
𝑥−𝜇

𝜎
          avec    

                                         𝑍~𝑁 ( 0, 1 ) 

1/ 𝑝( 𝑋 ≤ 8 ) = 𝑃 ( 𝑍 ≤   
15−8

4
  ) = P( Z ≤ 1,75) =

   𝜙( 1,75) = 0,959 ⇒  𝒑( 𝑿 ≤ 𝟖 ) = 𝟎, 𝟗𝟓𝟗   

2/  𝑃( 𝑋 ≥ 11 ) =  𝑃 ( 𝑍 ≥   
11−12

4
  ) = 𝑃 ( 𝑍 ≥ −0,75) 

⇒ 𝑃 ( 𝑍 ≥ −0,75) = 𝑃( 𝑍 ≤ 0,75) =  𝜙( 0,75) = 0,773 

⇒  𝑷( 𝑿 ≥ 𝟏𝟏 ) = 𝟎, 𝟕𝟕𝟑       

 3/  𝑃( 10 ≤ 𝑋 ≤ 12 ) = 𝑝 ( 
10−12

4
≤ 𝑍 ≤

12−12

4
) 

= 𝑃( −0,5 ≤ 𝑍 ≤ 0 ) = 𝑃(𝑍 ≤ 0) − [1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0,5)] 
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       =  𝜙( 0)-[1 − 𝜙( 0,5)] = 0,5 − [1 − 0,691] = 0,191  

⇒ 𝑷( 𝟏𝟎 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟐 ) = 𝟎, 𝟏𝟗𝟏 

4/    𝑃( 𝑋 ≤ 9,5 ) = 𝑃 (   
9,5−12

4
≤ 𝑍) = 𝑃(𝑍 ≤ −0,625)  

⇒ 𝑃(𝑍 ≤ −0,625) = 𝑃(𝑍 ≥ 0,625) = 1 − 𝜙( 0,625)

= 1 − 0,732 = 0,268 
⇒ 𝑷( 𝑿 ≤ 𝟗, 𝟓 ) = 𝟎, 𝟔𝟖 

 2مثال تطبيقي 

X  أي أن  5و انحرافه المعياري  18متغير عشوائي يخضع لتوزيع طبيعي وسطه الحسابي
𝑋~𝑁( 18, 5  ) 

 بحيث:  bو  aعين الاعداد الحقيقية  

𝑃( 𝑋 ≤ 𝑎) = 0,7                           𝑃(𝑋 ≥ 𝑏) = 0,8  

 

1/ 𝑷( 𝑿 ≤ 𝒂) = 𝟎, 𝟕 

On pose =  
𝑥−𝜇

𝜎
   ,   𝑍~𝑁 ( 0, 1 ) 

𝑃( 𝑋 ≤ 𝑎) = 0,7 ⇒ 𝑃 (
𝑥 − 𝜇

𝜎
≤  

𝑎 − 18

5
) 

On pose 𝑎′ =  
𝑎−18

5
 ⇒  𝑃( 𝑍 ≤  𝑎′) = 0,7 ⇒  𝜙( 𝑎′) = 0,7 

Table de la loi normale : si 𝜙( 𝑎′) = 0,7 ⇒ 𝑎′ = 0,52 

On sait que 𝑎′ =  
𝑎−18

5  
⇒

𝑎−18

5
= 0,52 ⇒  𝒂 = 𝟐𝟎, 𝟔  

2/ 𝑷(𝑿 ≥ 𝒃) = 𝟎, 𝟖  

𝑃(𝑋 ≥ 𝑏) = 0,8 ⇒ 𝑃 (
𝑥 − 𝜇

𝜎
≥  

𝑏 − 18

5
) 
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On pose −𝑏′ =  
𝑏−18

5
 

 
⇒  𝑃(𝑍 ≥ −𝑏′) = 0,8  ,      𝑏′ < 0 

⇒   𝑃(𝑍 ≥ −𝑏′) = 0,8 ⇒ 𝑃(𝑍 ≤ 𝑏′) = 0,8  

⇒  𝜙( 𝑏′) = 0,8 ⇒ 𝑏′ = 0,84 

On sait que −𝑏′ =  
𝑏−18

5  
⇒

𝑏−18

5
=  −0,84 

 
⇒ 𝒃 = 𝟏𝟑, 𝟖  

 

 

      


